
ISRAEL JOURNAL OF MATHEMATICS, Vol, 30, Nos. I-2, 1978 
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PROBLEMES NON LINEAIRES DE LA 
PHYSIQUE DES PLASMAS 
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ABSTRACT 

This paper deals with some problems arising in plasma physics. The typical 
example is the following: 

- A u  + / 3 ( u ) =  f in f l  (1~ a bounded open set in R"), 
u = 0  on c~fL 

where /~  is the (neither local, nor monotone,  nor continuous) operator:  

~(u)(x) = meas{y • fl ,  u ( y ) =  < u(x)}. 

Using a quasi-variational approach, we prove the existence of minimal and 
maximal solutions for a weak form of this problem, involving a multi-valued 
operator /3. Various generalizations are treated. 

Introduction 

La th6orie des in6quations quasi-variationnelles (ou I.Q.V.), introduite par 

J. L. Lions, A. Bensoussan [5], et L. Tartar [42], est apparue r6cemment comme 

un outil particuli~rement int6ressant pour la r6solution de probl~mes apparais- 

sant en 6conomie et en physique. En particulier C. Bai'occhi [4] l'utilise dans une 

nouvelle formulation d'un probl6me d'hydraulique. Nous l'appliquons ici ~ la 

r6solution d'un probl~me non lin6aire issu de la physique des plasmas. 

La probl~me type 6tudi6 dans cet article est: 

- A u  +/3(u)=  f dans fL 

(*) u = 0 sur 0IL 
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ofl 

f i (u) (x)  = mes{y I u(y)_-  < u(x)}. 

I1 est 6videmment non lin6aire, et rop6ra teur  fi n'est ni local, ni monotone  (ni 

continu). 

Le probl~me (*) est 1i6 h l '6tude de l'6quilibre d 'un plasma confin6. Le terme 

" f i ( u ) "  a une signification physique que nous n 'exposerons pas ici. Signalons 

simplement que C. Mercier a 6t6 amen6 h l ' introduire en examinant le 

comportement  quand t--~ ~ des ~quations de la M.H.D.,  tandis que pour H. 

Grad et al. [11] l 'apparition de ce terme provient de consid6rations de fluides 

adiabatiques. 

Nous montrons que le probl~me (*) admet une formulation I .O.V qui s'inscrit 

dans un cadre g6n6ral d6velopp6 au Chapitre I. Nous prouvons l 'existence d'au 

moins une solution de I'I.Q.V. par le th6off~,me de Leray-Schauder;  nous 

pr6cisons ce r6sultat par la m~thode "des suites monot,,~e~ (appel6e aussi "des 

sur - -e t  sous--solutions"),  et nous donnons une preuvc con,structive de l'exis- 

tence d 'une solution minimale et d 'une solution maxia~a!c. I a  formulation 

I.Q.V. du probl6me fait apparMtre un op6rateur multivoque f l ( . ) ,  et, sur un 

espace produit, un op6rateur multivoque/3 ( . , . )  non local mais monotone  en un 

sens d6fini dans le texte. Ainsi I'I.Q.V. attach6e h (*) ~'" " .. ecnt  

{ - A u + f l ( u , u ) = - A u + / 3 ( u ) ~ f  dans f~, 
(**) u = 0 sur a l l  

Cette m6thode de r6solution permet  deux types de g6n6ralisations. Dans (*), 

on peut par exemple remplacer - A par un op6rateur  A non lin6aire monotone,  

qui v6rifie le principe du maximum, et introduire des contraintes d'in6galit6. On 

obtient alors des probl6mes du type consid6r6 au Chapitre II, Paragraphe 2. On 

peut 6galement g6n6raliser le terme f l (u)  et r6soudre des probl6mes tels que 

{ - A u + O ~ G ( u , u ) D f  dans 1~, 

(***) u = 0 sur 0I~, 

o/1 0~G d6signe le sous-diff6rentiel, par rapport  h la premiere variable, d 'une 

fonctionnelle G ( . , . )  h pr6ciser. On fait ainsi apparaftre une classe d 'op6rateurs 

multivoques 0 ~ G ( . , . )  non locaux qui poss~dent la m6me propri6t6 de 

monotonie  que f l ( . , . )  et rel~vent des m6mes techniques. 

Cette 6tude nous amine  naturellement h consid6rer (*) sous l'angle de 

l 'analyse multivoque. Ce point de vue, qui ouvre la voie h des g6n6ralisations 

diff6rentes des pr6c6dentes, est d6velopp6 dans [29], [31], et [32]. 
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L 'auteur  remercie R. Temam qui lui a propos6 ce travail et l'a aid6e par ses 

conseils judicieux, ainsi que C. Mercier (Service des Plasmas, C.E.A.,  Fontenay- 

aux-Roses) qui est ~ l 'origine du problSme (Communication personnelle h R. 

Temam).  

Chapitre I. Deux Th6ori~mes d'existence "abstraits" 

1. Le probi~me d'indquation quasi-variationnelle 

Soient V e t  �9 deux espaces de Banach r6els, V &ant r6flexif et inclus dans ~ .  

On suppose que l 'injection V ~  �9 est compacte. 

Soit J u n e  fonctionnelle d6finie sur V x ~ ,  h valeurs dans ]  - oo, + ~], et qui 

v6rifie: 

(i) J e s t  s.c.i, sur V faible x ~ fort, 

(ii) Pour tout ~p de d~, v --* J(v, ~)  est convexe, propre* et coercive au sens: 

I1 existe v0 dans V tel que 

J(v, ~ ) -  J(v0,,p)--, +~  

uniform6ment par rapport ~ ~, lorsque II v Itv ~ + w, 

(iii) Pour  tout v de V, ~ ~ J(v, ~)  est continue sur ~ .  

On recherche u dans V solution de l 'in6quation quasi-variationnelle (I.Q.V.): 

(1) J(u,u)<-J(v,u), v v ~  v. 

L'in6quation (1) est appel6e I.Q.V. car le second membre d6pend de la 

solution u. 
Nous donnons dans ce chap~tre deux th6or~mes d'existence pour cette I.Q.V. 

"abstrai te".  Le premier se d6montre par le th6or~me de Leray-Schauder  et le 

second, qui est constructif, utilise la m6thode de monotonie des sur et sous- 

solutions. 

2. Existence par le th~or~me de Leray-Schauder 

Sous les hypotheses pr6c6dentes on a un premier th6or~me d'existence. 

THI~ORI~ME 1. On suppose que J vdrifie les hypotheses (i) ~ (iii). Le probl~me 

(1) admet alors au moins une solution u dans V. 

Dt~MONSTRATION. La preuve repose sur le th6or6me de point fixe de 

Leray-Schauder  et op6re par r6gularisation en l 'absence de stricte convexit6. 

* c'est-/bdire non identique ~ + 
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Nous d6montrons  d ' abord  le th6or6me en supposant  J ( . , ~ )  strictement 

convexe sur son domaine effectif, c 'est-h-dire sur {v E VIJ(v ,~o)< +0o}. On 

6tablit alors le r6sultat ci-apr~s. 

Soit ~o ]ixd dans ~ .  Le probl~me d'optimisation ~ :  LEMME 1. 

(2) !nfJCv, 9)  

admet une solution unique u~ dans V, qui vdrifie : 

(3) lJ uo ILv --< c,  

of~ C est une constante inddpendante de 9. 

D'autre part l'application T qui ?t ~ associe u~ est continue de �9 dans 

lui-m~me. 

DEMONSTRATION DU LEMME 1. La fonctionnelle J ( . ,~0)  ~ minimiser sur V 

est convexe, s.c.i., propre,  strictement convexe sur son domaine effectif. Et  

d 'apr~s (ii) elle v6rifie 

J(v,~)---~ +oo quand Ilvllv---> +~.  

Le probl~me d 'opt imisat ion ~ admet  donc une solution unique u~ (cf. par 

exemple E k e l a n d - T e m a m  [9] p. 34). 

Nous avons alors: 

J(u~, 9 ) -  J(vo, 9)--< 0, 

et ceci implique, grfice h (ii): 

II u~ IIv --< c,  

oil C est une constante ind6pendante de 9. 

Cet te  estimation h priori va nous servir h d6montrer  la continuit6 de 

l 'application T. Soit ~0, une suite que converge vers ~ dans cI), soit u, la solution 

de ~ .  et u, la solution de ~ .  Nous allons montrer  que u, tend vers u~ dans ~ .  

D 'apr~s  l 'est imation A priori (3), et la compacit6 de V dans ~ ,  on peut  extraire 

une sous suite, not6e encore u,, telle que: 

u . ~  u dans V faible, 

u , ~ u  dans dp fort. 

C o m m e  u, est la solution de ~,~., 
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](u.,9.)<-_J(v,9.) ,  Vv ~_ v, 

d'o~ 

r~rnJ(u.,9.)<-Lm](v, 9.), Vv ~ v. 

Utilisant maintenant les hypotheses (i) et (iii), on obtient: 

J(u,9)<=J(v,9), Vv ~ v, 

c'est ~ dire que u = u~, runique  solution de ~ .  I1 est alors classique que c'est 

toute la suite u, (et non une sous-suite) qui converge dans �9 fort, ce qui ach~ve 

la d6monstration de la continuit6 de T. 

Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer le th6or~me de point fixe de 

Leray-Schauder.  Soit C la constante qui intervient dans l 'estimation (3), et soit: 

B = {v ~ v lJlv Ilv--< c} .  

Par la compacit6 de l'injection de V dans ~, Best compact dans ~; Best donc 
un convexe compact de ~ ,  invariant par l 'application continue T. II existe par 

suite un point fixe u = Tu dans B, ce qui s'6crit encore: il existe u dans B qui 

v6rifie (1). 

En l'absence de stricte convexitg, on d6finit, pour  e > 0 fix6, J, par: 

],(v, 9)  = ](v, 9 ) +  ~llv IlL 

D'apr~s ce qui pr6c~de, il existe u, dans V tel que 

L(u, ,u , )<--L(v ,u , ) ,  V v ~  V, 

d'o~, avec l'616ment vo qui intervient dans l 'hypoth~se (ii), 

](u,,, ue)+ ettu,, [t~<--J(t,o, u,,)+ ,ttvolt~, 

et par suite 

J(u., u , ) -  J(vo, u.)~ ~llv011L 

Le deuxi~me membre tend vers zero quand e tend vers zero. D'apr~s 

l 'hypoth~se (ii), u~ est donc born6 dans V ind@endamment  de e, et l 'on peut 

extraire une sous-suite, not6e encore u, telle que: 

u, ~ u dans V faible, 

u~--~ u d a n s � 9  fort. 

On peut alors passer h la limite dans les in6quations 
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J(u,, . , )  <= J(u,, u,) + ~II,, II~ <-- J(v, u,) + ell ~ II~,, .v ~ E v. 
II vient: 

limJ(u,,u,)<=lirnJ(v,u,), Vv E V, 

d'ofl en utilisant les hypotheses (i) et (iii) 

J(u,u)<-_J(v,u), V v E K  

c'est ~ dire que u est solution du probl~me d'I.Q.V, associ6 h J. �9 

Pour une d6monstration directe qui utilise le th6or~me de Kakutani-Ky Fan, 

nous renvoyons le lecteur ~t [29]. 

3. La m6thode des suites monotones 

Nous allons montrer maintenant que la m6thode des suites monotones permet 

de pr6ciser le th6or~me d'existence 1. 

Nous supposerons ~ pr6sent qb ordonn6 par une relation d'ordre not6e =<, 

associ6e h u n  c6ne ferm6 P d'616ments positifs. Nous supposerons P normal (cf. 

Amann [3]) c'est-h-dire: 

3 8 > 0  tel que V x E P ,  V y E P ,  x_-<y ~ llxll_-<Sllyrl. 

Dans la suite J verifiera les hypoth6ses (i) h (iii), ainsi que 

(ii)' Pour tout ~ de d~, v ~ J(v, ~p) est strictement convexe sur son domaine 

effectif. 

Nous utiliserons les notations T et u, introduites au Lemma 1. Nous 
commengons par rappeler un'e d6finition. 

D~FINmON. L'616ment ~ de �9 est une sous-solution (resp' une sur-solution) 
de I'I.Q.V. (1) s'il v6rifie 

=< T~ (resp'q~ => T~). 

Nous raisons sur T les deux hypotheses suppl6mentaires: 

(iv) L'application T e s t  croissante, 

(v) I1 existe une sous-solution u0 et une sur-solution u ~ telles que: 

V ~ E ~  Uo<=T~o<u ~ 

Nous pouvons alors donner un proc~d6 constructif, dit "des suites monotones" 

(el. dans un autre contexte H. Amann [2], D. H. Sattinger [38] et L. Tartar [42]), 

qui conduit au th6or~me plus pr6cis ci-apr~s. 

THI~ORI~ME 2. SOUS les hypotheses (i) & (v), le probl~me d'I.Q.V. (1) admet 
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une solution minimale  u et une solution max ima le  ~ dans  V, c '  est-?t-dire que route 

autre solution u de (1) v~rifie: 

u. <-u<-f~. 

DI~MONSTRATION. La  d6mons t ra t ion  construct ive que nous  donnons  utilise le 

l emme  technique  suivant. 

LEMME 2. Soit u,  (resp'  u ") la suite dans  V construite ?t partir de Uo (resp'  u 0) 

par le procdd~ : 

(4) u~§ = Tun 

(resp'  (5) u "*~ = Tu "), n > O. 

Alors  u,  est une suite croissante de sous-solutions, et u" est une suite d3croissante 

de sur- solutions. 

DI~MONSTRATION DU LEMME 2. NOUS allons mon t r e r  par  exemple  que u, est 

une  suite croissante de sous-solutions.  No tons  d ' a b o r d  que u. est une  sous- 

solut ion si et seu lement  si u,+l => u,. 

Supposan t  alors u,  _-> u , - i  (vrai pour  n = 1, puisque u0 est sous-solution),  on 

obt ien t  imm6dia t emen t  u.+l g u,, grace  ~t l 'hypoth~se  (iv). Le  ra i sonnement  est 

ident ique  pour  la suite u". 

A v a n t  de mon t r e r  que  l 'on obt ient  h la limite la solution minimale  _u et la 

solut ion maximale  ti du Th6or~me  2, nous  allons 6tablir un l emme pr61iminaire. 

LEMME 3. Les  assertions suivantes sont 3quivalentes : 

A)  P e s t  normal, 

B) 3 k > O ,  V R > O ,  V u l ,  u2, u, v E ~ ,  

Ilu'-ull<=R } 
Ilu~-ullza ~ (Io-ull<=kR. 

U1~ I )~U2  

D~.MOSSTRATIOS DU LEMME 3. Supposons  A.  Soient  R > O, u~, uz, u et v 

dans@,  tels que  II u,  - u II z R,  II u ~ -  u II---- R,  u,  ~ v _-< u~. N o u s  avons  v - u~ E P, 

u2 - u~ E P, et v - u~ =< u2 - ul (puisque u2 - v ~ P) .  C o m m e  P e s t  normal  on en 

d6duit  Ilo - u , l l z  81 lug -  u,ll. Alors  

fl v - u II - -  II o - u,II + II u ,  - u II 

--< a ( l l u 2 -  u SI+ flu - u , J l ) +  flu - . , f l  

_-< ( 2 a  + 1 ) R .  
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On  a donc  B, avec k = 28 + 1. 

R d c i p r o q u e m e n t ,  supposons  B. Soient  x et y dans  P, avec x _-< y. On  pose  

u ~ = 0 ,  u : = y ,  u = 0 ,  v = x  et R = l l y l I .  On  a a l o r s :  

Ilu~-ull<-_R; I lu2 -u l l<-R  et u~<=v<-u2. 

D ' a p r ~ s  B, on en d6duit  II v - u II =< kR, c 'es t -a -d i re  IIx U ~ k IlY I1, et on a A avec 

6 = k .  

Nous  achevons  m a i n t e n a n t  la d6mons t ra t ion  du T h 6 o r ~ m e  2 pa r  le l e m m e  

Lorsque n tend vers l'infini, on a les convergence suivantes : 

Un _u 

1 dans ~ fort, 
(7) u"  ~ ti J 

of~ u_ et a sont dans V, et sont respectivement la solution minimale et la solution 

maximale de I 'LO.V.  (1). 

DgMONSTRATION DU LEMME 4. D ' a p r ~ s  l ' e s t imat ion  h pr ior i  (3), la 

compac i t6  de V dans  ~ ,  et le L e m m e  2, on peu t  ext ra i re  de  u, une  sous  suite, 

not6e  u.~, telle que  u,, .;' u_ dans �9 fort.  Alors :  

V e > 0 ,  3I ,  Vi, i>=I ~ l[u.,-u_ ll. < - e l k  

(k est celui qui in tervient  dans  le L e m m e  3). Soit N = n~, et soit n _-> N. II existe 

j __> I tel que  n, _-< n _-< n~, et, e o m m e  u.  est une  suite croissante:  

Unr ~-~ Un ~- bin r 

Maintenant ,  II u.,  - _u II =< e / k, II u . ,  - u_ II--< e / k, et u.,  = u.  _-< u, r On  en ddduit ,  

d ' ap r~s  le L e m m e  3, II u .  - _u II---< e, c 'es t -~-dire  que tou te  la suite u. conve rge  vers  

_u, et non  seu l emen t  une sous suite. 

C o m m e  u,+l = Tu., avec T cont inue  de ~ fort  dans  lu i -m~me d ' ap r~s  le 

L e m m e  1, on obt ien t  pa r  passage  ~ la l imite dans  ~ :  _u = T u, c 'es t -~-dire  que  _u 

est solut ion de I ' I .Q .V.  (1) (en par t icul ier  _u est dans  V). 

D e  m ~ m e  u"  ~ t~ d a n s @  fort ,  off a est solut ion de (1). 

I1 res te  ~ d d m o n t r e r  que  _u est la solut ion min imale  et t2 la solut ion max imale .  

Soit u une  solut ion que lconque ;  on a d ' ap rbs  l ' hypo th~se  (v): 

Uo<=u = Tu <=u ~ 

Supposan t  alors u._,  = u =< u" - l ,  l ' hypo thbse  (iv) donne  u, =< u ~ u". Ce t t e  

ci-apr6s: 

LEMME 4. 

(6) 
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double in6galit6 est donc d6montr6e par r6currence pour tout n. Utilisant les 

convergences dans �9 fort, et le fait que P e s t  ferm6, on obtient par passage h la 

limite: 
_u_-<u---~, 

ce qui ach~ve la d6monstration du Lemme 4, et du Th6or~me 2. 

En rgsum6, pour les suites monotones d6finies au Lemme 2, et pour  toute 

solution u de I'I.Q.V. (1), nous avons: 

Uo <=.. .  <=un <=un+~<="'<--_u <--u <--~ < - " "  <=un+l<=u ~ <-- ."  <=u ~ 

REMARQUE. On peut donner une d6monstration non constructive du 

Th6or~me 2, qui n'utilise pas la continuit6 de l'application T (suppos6e d6finie!), 

mais essentiellement les hypotheses (iv) et (v), dans le cas o~ ~I, est un treillis* et 

est suppos6 r6flexif. 

Cette d6monstration reprend une id6e de L. Tartar  [27] (p. 138, 139). 

Soit 

_u = Inf3o, 
, ~ s  

ofi S est le sous ensemble de �9 form~ des sur-solutions. 

Montrons d 'abord que _u est d6fini dans ~.  I1 suflit d'apr~s H. H. Schaefer [39] 

(p. 224) de montrer  que S est minor6 dans �9 et tel que tout sous-ensemble {q~, $} 

de S poss~de un minorant dans S. Or  si ~0 E S, ~o _-> T9 __-> Uo, donc S est minor6 

par Uo. Et si ~p et $ sont dans S, Inf(~o, $)  (d6fini puisque �9 est un treillis) est 

dans .{; en effet 

T(Inf(~o, r T~ _-< ~0 ( T e s t  croissante), 

et de m6me 

T(Inf(~o, ~))_--- ~, par suite: 

T(Inf(~o, ~)) -< Inf(~o, ~). 

Donc _u est bien d6fini (_u E ~).  

Montrons que _u est sur-solution. Si ~ est dans S, nous avons ~0 _-> u, donc 

q~-> T~_-> T u puisque T e s t  croissante, et par passage A l'Inf sur ~o dans 

S: _u -> T_u, c'est-~t-dire que _u est sur-solution. 

* Pour q~ et $ dans@, Sup(q~, $) et Inf(~o, $) sont d6finis dans@. 
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La croissance de T entraine alors que T_u est aussi sur-solution. Mais alors _u 

est solution car on a y _-< T_u (puisque T_u E S) et y -> T_u, donc _u = T_u. 

I! reste ~ montrer  que _u est la solution minimale. Or  il est clair que si u est 

solution, u est sur-solution, donc u-< u. 

Et  l 'on montre  de m6me l 'existence d 'une  solution maximale 

a = Sup q~, 
~ES 

oh _S est le sous-ensemble de �9 form~ des sous-solutions. �9 

Notons  pour  conclure ce Chapitre  I que la d6monstrat ion d 'existence du 

Th6or~me 1 repose sur des arguments  de continuitY, de compacitd et de convexitY., 

que la d6monstrat ion d 'existence d 'une solution minimale et d 'une solution 

maximale dans la remarque  pr6c6dente repose sur des arguments  de monotonie,  

et que la d6monstrat ion constructive du Th6or6me 2 repose sur des arguments  

de monotonie, de continuitg et de compacitg. 

Chapitre II. Applications 

Dans ce chapftre, nous donnons plusieurs exemples d 'applications des 

th6or6mes d6velopp6s au chapi'tre pr6c6dent. 

La premi6re application trait6e a motiv6 ce travail; c'est un probl~me issu de 

la physique des plasmas. Pos6 comme une gquation, il compor te  cependant  un 

op6rateur  non lin6aire /3 qui n'est ni monotone ni local 

~(u) (x)  = mes{y Iu(y  ) -< u (x)}, 

et qui n'est pas continu. 
On est amen6 ~ poser un probl~me plus g6n6ral faisant intervenir un 

op6rateur  mul t ivoque/3( .  ), et, sur un espace produit,  un autre o p 6 r a t e u r / 3 ( . , .  ) 

" m o n o t o n e "  en un sens d6fini plus loin. 

Cette formulation est en fait une I.Q.V. qui rentre dans le cadre du Chap~tre I. 

Nous avons d6jh exploit6 cet exemple pour  lui-m6me dans [28] et [30] mais il 

s'inscrit ici dans un contexte plus g6n6ral. 

Nous donnons ensuite deux autres applications. La premiere  est une vraie 

in~quation quasi-variationnelle "non s tandard"  compor tant  le m~me te rme/3  et 

se resolvant par les m6mes m6thodes. La seconde g6n6ralise /3( . )  et ~ fait 

apparai ' tre toute une classe d 'op6rateurs  multivoques non monotones,  non 

locaux, et, de faqon sous jacente, sur un espace produit,  des op6rateurs 

multivoques " m o n o t o n e s "  non locaux, ce qui est int~ressant car la plupart des 
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op6rateurs monotones trait6s habituellement sont locaux (~ rapprocher des 

Lemmes 4 et 8 ci-dessous et des remarques qui les suivent). 

1. Application en physique des plasmas 

1.1. Prgliminaires. Soit I~ un ouvert born6 "regulier" de R N dont on notera 

1121 la mesure, s i v  et q~ sont deux fonctions mesurables r6elles d6finies presque 

partout sur f~, on pose: 

et l'on note: 

#(v, ~)(x) = mes{y Iv (y )<  v(x)}, 

/3(v, q~)(x)= mes{y [~(y)=< v(x)}, 

#(v)  = L3(v, v) et ,B(v) =/3(v, v). 

On remarque que ~(v, ,p), ~i(v, ~,) (et bien star #(v)  et ~(v)) sont d~finis presque 
partout dans n,  plus pr~cisement aux points de n oa v(x) est dafini. En efret, en 
un tel point x, on peut 6crire: 

OU 

O(v, r = f .  

tT(v. ~)(x) = f .  

_h (v (x) - ~ (y))ay. 

g (v (x  ) - ~ (y )),~y. 

h(t )={01 si t=<0, / {01si t < 0 , }  
sinon, J et /~(t)= 

- sinon 

I1 suflit donc de v6rifier que h_(v(x)-~v(.)) et h(v(x)-q~(.)) sont mesurables 

sur 1~ (elles seront alors integrales puisque born6es par 1 en module). Or ceci est 
vrai puisque _h et/~ sont bor61iennes, que q~ est mesurable, et que la compos6e 

d 'une application bor61ienne par une application mesurable est mesurable. 

On montre alors le r6sultat suivant: 

LEMME 1. Si ve t  ~o sont mesurables, ~(v, ~) et ~(v, ~) (donc aussi O(v) et 
~(v )) sont mesurables. 

D~MONSTRATION. Puisque v e s t  mesurable, il existe une suite de compacts K,  

contenus dans fl tels que m e s ( ~ - K n ) < =  1/n et v Ix. est continue. 

Soient ~, et /3n les fonctions r6elles donn6es par: 

~ -- ~(v, ~)f~o, 

~ -- ~ (v ,~ ) l~ .  
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On v6rifie comme ci-dessus que L3, et /3. sont d6finies partout sur K,. Nous 

allons montrer qu'elles sont mesurables sur K,. 11 suffit pour cela d'6tablir que 

O,(resp'/3.) est s.c.i. (resp' s.c.s.) sur K,. Or si x,, est une suite qui tend vers x 

dans K,, 

lira 0.(x..) = limf. 

>fo 

_h (v(x . , ) -  ,p (y))dy 

lira _h (v (x , .  ) - 9~ (y))dy 

h _ ( v ( x ) - ~ ( y ) ) d y  (=O.(x))  

[ f~.(x) = fl(v, q~)(x) s i x  E K., 
(resp'/~, (x) ! 

0 sinon). 

I1 est clair que _~, et /~. sont mesurables. 

Nous allons montrer maintenant que O(v, ~0) et/3(v, 9 )  sont limites de _0. et/~, 

au sens de la convergence presque partout. Soit x dans U , K . .  Comme les K, 

sont emboit6s croissants, x est dans K, pour tous l e s  n "assez grands". On a 
alors 

_O.(x)=L3(v,,p)(x) et ~.(x)=~(v,~)(x). 

Maintenant le compl~mentaire dans f~ de U . K .  est N .  ( l~ -  K.). II est donc 

n6gligeable. Et comme /3(v,~0) et /3(v,q~) sont limites presque partout de 

fonctions mesurables, elles sont mesurables et le lemme est d6montr6. �9 

Ii est alors clair que ~(v, q~) et/3(v, ~p) (et donc if(v) e t /3(v))  sont dans L| 
et v6rifient 

puisque v e s t  continue sur K. et _h est s.c.i., et ceci montre que L3, est s.c.i, sur 

K,. La d6monstration est semblable pour/3, .  

Nous d6finissons alors par recollement une nouvelle suite de compacts K,  

maintenant croissante, v6rifiant encore mes( f l -K. )_ -<  l /n ,  et deux nouvelles 

suites de fonctions L3, e t /3 ,  mesurables sur K,. 

Soient alors ~. et /~, les fonctions r6elles d6finies partout dans 11 par: 

~ . ( x )  = ~(v ,  ~ ) ( x )  si x E K., 
_~.(x) t 

0 sinon. 
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o <- _ O(v,  ~o)(x) <- ~ ( v ,  ~ ) ( x )  <- Iftl ,  

O<=O(v)(x)<=~(v)(x)<=ll'll, p.p. 

Israel J. Math. 

p.p. x EI~, 

x E l 2 .  

On note maintenant /3(v, q~)(.) (resp' /3(v)( .))  la fonction r6elle multivoque 

(fl---~ 2") d6finie presque partout dans f~ (plus pr6cis6ment 1~ o/1 v e s t  d6finie) 
par: 

/3(v, ,p)(x) = [~(v,  ,p)(x), ~(v,  ,p)(x)] 

(resp'/3 (v)(x) = [~ (v)(x), /3(v)(x )]). 

Alors 0 E/3(v,q~) (resp'qt E/3(v))  d6signera une fonction mesurable donc 
dans L| telle que 

qJ(x)E/3(v,q~)(x), p.p. x E l )  

(resp'qJ(x)E/3(v)(x), p.p. x E l l ) ,  

c'est-~-dire que 

/3(v,~p)= {~ EL| <<- O(x)<=~(v,~v)(x), p.p. x Ef t}  

(resp'/3(v) = {qJ E L| qJ(x)<= ~(v)(x), p.p. x ~ l~}). 

On d6finit ainsi un op6rateur muitivoque /3 ( . , . )  (resp'/3(.)) sur le produit 
d~(II) 2 (resp'd~(ll)) ~t valeurs dans L| off d,/(fl) d6signe l 'ensemble des 

fonctions mesurables sur 11. 

On remarque que l 'op6rateur/3 ( . , . )  est local par rapport gt v, et non local par 
rapport d ~o. Ainsi l 'op6rateur/3 ( . )  n'est pas local. De plus il est clair que/3  ( . )  

n'est pas monotone. Nous allons montrer cependant que /3 ( . , . )  poss~de une 
propri6t6 de monotonie int6ressante (cf. Lemme 4 plus loin). 

1.2. Le probl~me fort et le probldme faible. Ces pr61iminaires 6tant 6tablis, 

nous pouvons maintenant formuler correctement le probl~me aux limites: pour f 

donn6 dans L2(II) on recherche u dans Hi( l ) )  solution du probldme fort: 

{ - A u + / 3 ( u ) = f  dans 1), 

u = 0  sur 0~ ,  (1) 

ou du problkme faible : 

{ uaU + /3(u)~ f, 
(2) = 0  sur Ol'l. 

On notera, d'apr6s Agmon-Douglis-Nirenberg [1], qu'une telle solution est 
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n6cessairement dans H2(I-I). De m6me, si f est donn6 dans L p (1)), alors u est 

dans W2'P(I-I), pour tout p --- 2. 

Cette appellation de "probl6me for t"  et "probl6me faible" se justifie, comme 

l 'indique la proposition suivante, de d6monstration imm6diate. 

PROPOSITION 1. Toute solution darts H~(II) de (1) est une solution de (2), et 

r~ciproquement si u dans Hi ( l ) )  est une solution de (2) qui vdrifie en outre 

(3) V t E R, { y J u ( y ) =  t} est de mesure nulle, 

alors O(u)  = ~ ( u )  presque partout et u est une solution de (1). 

Dans la suite, si u est une fonction mesurable de l-I dans R, nous dirons que u 

est "sans palier" si u v6rifie (3). 

REMAROUE. La Proposition 1 ne signifie pas que les solutions de (1) sont sans 

palier. On s'en convaincra ~t la Section 1.4 par l 'exemple ~t une dimension 

d'espace, avec second membre constant. 

Enfin, avec une hypoth~se suppl6mentaire sur f, les probl6mes fort et faible 

sont equivalents: 

PROPOSITION 2. Si f vdriIie pour presque tout x de f t  

(4) t(x) [0, In I], 

alors u dans Hl ( f l )  est solution de (1) si et seulement si u est solution de (2). 

D~MONSTRATION. II SUflit d'apr~s la Proposition 1 de montrer  que (4) 

implique (3) pour toute solution u dans Hi(l-l) de (2). Supposons donc que (4) 

soit v6rifi6, et que u dans H~([I) A H2(I-I) soit une solution de (2) qui ne v6rifie 

pas (3). II existe alors un ensemble E de mesure non nulle of~ u est presque 

partout constante. D'apr~s G. Stampacchia ([41] p. 324-326) on aura: 

V u ( x ) = 0  p.p. x E E ,  

puisque u est dans Ha(l-l) et p.p. constante sur E. Par r6it6ration 

A u ( x ) = 0  p.p. x E E ,  

puisque Vu est dans H~([I) '~ et p.p. constante sur E. Comme u est solution de 

(2), 

O = A u ( x ) E f ( x ) - [ J ( u ) ( x ) E f ( x ) - [ O ,  If~l] p.p. x E E ,  

en contradiction avec (4). 
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Nous allons maintenant montrer  que la formulation faible (2) est en fait une 

I.Q.V. qui s'inscrit dans le cadre du Chapitre I. 

THI~OR/~ME 1. Soit J la fonctionnelle rdelle ddfine sur H~(f l ) •  LZ(ll) par: 

Alors u darts H~(12) est solution de I'LQ.V. 

(5) J(u, u)<=J(v, u), Vv  E H~(fl), 

si et seulement si u est solution du probldme faible (2). 

DEMONSTRATIOrq. Elle est immediate h partir du lemme suivant: 

LEMME 2. Soit ~p fixd darts L2(II), et soit ~ le probldme d'optimisation: 

(6) Inf J(o, ~) 
o~Ho(~) 

ce probl~me admet une solution unique u. dans H~(~), caract&is~e par 

- a u .  +13(u.,~)~ I, 
(7) u, =0 sur 01~. 

DI~MONSTRATION DU LEMME 2. La fonctionnelle r6elle J ( . ,~p)  6tant stricte- 

ment convexe, continue et coercive, le probl~me ~ admet une solution unique 

u~ caract6ris6e par: 

(8) o~ aj(u., ~), 

06 OJ(v, ~p) d6signe le sous-diff6rentiel de J par rapport  h v au point (v, ~p). Pour 

ce r6sultat et le calcul sous-diff6rentiel nous renvoyons le lecteur h 

Eke land-Temam [9] (of. en particulier p. 21 et 34). I1 nous faut donc calculer 

OJ(v, q~), et l'on 6tablit pour cela le lemme ci apr~s. 

LEMME 3. Soit G(v, q~ ) la fonctionnelle r~elle ddJinie sur H~(l'l) x L 2(l-l) par: 

fo o (v(x)-q~(y))+dxdy. 

Alors 

ooG(v, r  = #(v, r 

DgMONSTRATION DU LEMME 3. NOUS noterons G(v)  au lieu de G(v, ~o) pour 

simplifier l'6criture. Definissons g(L'(fl)--~ R) par 
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g(o)=f fax, (v(x)-~o(y))+dxdy, 

et notons A l'injection canonique de H~(lq) dans L ~(lq). Alors G = g o A et pour 
v dans H~(f~), OG(v)= A*Og(Av) (cf. Ekeland-Temam [9] p. 27), A* 6tant 

l'injection canonique de L~(fl) dans H-1(I~); c'est-h-dire que OG(v) est en fait 

ag(v). I1 reste donc ~ calculer Og(v). Puisque g est finie et continue partout, une 

d6finition commode est la suivante (cf. J. J. Moreau [26] p. 65): 

= ~b  E L| lim g(v + A w ) -  g ( v ) >  (~b, w),  V w  E LI(I~)~ Og(v) [ A %0 t~ ~-- J 

Or 

g(v + Aw)-g(v)=A f f~• ( v ( x ) -  q~(y) + Aw(x))+-(v(x)-q~(y))+A dxdy. 

Maintenant, pour  presque tous x et y dans ~ ,  

(v (,,) - ~ ( y )  + Aw (x))+ - ( v ( x )  - ~ (y))+ --, X(X, y) ,  
A 

o3 

tandis que 

I 0 si q ( y )  > v(x), 
X ( x , y ) =  w§ si ~ ( y ) = v ( x ) ,  

tw(x) si q ( y ) < o ( x ) ,  

[ (v(x) - ~ (y)+  ,~w(x))+ - ( v ( x ) -  ~ (Y))+ I <=lw(x)l A I 

(car la fonction (.)§ est lipschitzienne de constante 1), w fonction intdgrable sur 
fl • f~, independante de A. I1 suit par le th6orbme de Lebesgue, que 

g(v+ f  oxo x(x,y)dxdy. 
Or 

f fa• X(x' y)dxdy 

= f ,  [w+(x)mes{y I~(Y) = v(x)}+ w(x)mes{y I ~ ( y ) <  o(x)}]dx. 

Donc dg(v) est l 'ensemble des ~ dans L| tels que 
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n [w+(x)mes{y I~0(y)= v(x)} + w(x)mes{y I~p(y) < v(x)}]dx 

>/o ~,(x )w(x )dx 

pour tout w dans L I(O), soit encore 

ag(v) = {#, e L ' (n) l#(v , , ) (x)<= , ( x )  < - ~(v , , ) (x ) ,  p.p. x c a } .  

I1 suit que a~G(v, ~o) = ag(v) = [3(v, ~). �9 
Nous reprenons maintenant la demonstration du Lemme 2. Nous avons vu 

que u, est l 'unique solution de ~ ,  si et seulement si 

(8) 0 ~ aoJ(u,, ~). 

Or 

ad(v,~o)= - a v  - f  + aoO(o,,)  

= - a o - f +  t 3 @ , , ) ,  

d'apr~s le Lemme 3, donc (8) s'Ecrit encore: 

{ - a u ~  +13(u~,~)~ f, 
(7) u , = 0  sur af t ,  

ce qui ach~ve la demonstration du Lemme 2, et du ThEor~me 1. 

Nous allons maintenant nous attacher & rEsoudre le probl~me faible (2), c'est- 

&-dire I'I.Q.V. (5), en appliquant les rEsultats du Chapitre I. 

1.3. Rdsolution du probldme faible. I1 suftit de verifier les hypotheses (i) h (v) 

du Chapitre I. On pose V=H~(I~), q~ = L2(~); l 'injection V'--~ �9 est compacte. 

La fonctionnelle J e s t  dEfinie comme au ThEor~me 1 par: 

Verification de l' hypothdse (i) 

Soit o, une suite de H~(f~), et q~, une suite de L2(lq) telles que 

v. --~ v dans H~(f~) faible, 

~o. ~ ~o dans L z(fl) fort. 

Alors 
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'imJ(v.,~.)>=rlrn[lf. IVv. 12-L [v.] 

+lim[f Lx (v.(x)-w.(Y))*dxdy ], 
et H.• tend vers f f , •  (on utilise le 

fa r  que ( . ) .  est lipschitzienne et les convergences de v. et ~, dans L~(12) fort). 

Grhce h la semi-continuit6 inf6rieure faible de la fonction �89 IV.I ~ -  f n f . ,  on 

obtient 

lim J(v. ,  ~ . )  _--- J(o,  ~),  

et J e s t  doric s.c.i, sur Ho~(f~) faible • L~(12) fort. 

VFrification de l' hypothP.se (ii)-(ii)' 
11 est imm6diat que, pour tout ~0 de L2(12), J ( . ,  ~)  e~t une fonctionnelle r6elle, 

strictement convexe. V6rifions l'hypoth~se d'uniforme coercivit6: 

1 L J(v,  ~ )  - J(O, ~ )  = 

Or 

If f.• (v(,,)- ~(y))§ - f f.x. (-w(Y))§ 
(puisque (.)~ est lipschitzienne de constante 1) 

= lair.  I~(x)lax 

(v (x )  - ~o ( y ) ) + d x d y  

( - ~ (y))+ ax, ty .  

<= f f,• Iv(x)tdxdy 

--< cll v I1.~., 

(off C est une constante ind6pendante de r 

Finalement 

J(v, r  - J(0, r  => ~11 v II'~n,- [11/II"-'(n, + C] II v II"~n), 

off le membre de droite ne d6pend pas de ~ et tend vers + oo lorsque [Iv I1,,~~ 
tend vers + oo. 

Vgrification de l'hypoth~se (iii) 
Elle est imm6diate. 
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D'ores  et d6j/l, avec le r6sultat de r6gularit6 signal6 ~t la Section 1.2, le 

Th6or~me 1 du Chapitre I nous donne par transcription le: 

THI~ORi~ME 1'. Le probl~me d'LQ. V. (5) (c'est-?t-dire le probl~me ]:aible (2)) 

admet au moins une solution u darts H~(f~) f3 H2(12). 

REMAROUE. L'application T d6finie au Chapftre I, et que l'on sait continue 

(cf. Lemme 1, Chapitre I) est m6me h61derienne d ' o rd re l /2  dans cet exemple. 

En ettet, puisqu'il s'agit de l'application qui h ~ dans L2(f~) associe la solution u~ 

du probl~me ~ ,  d6fini en (6), nous avons (cf. Lions [17] p. 10): 

:o (- au~ - u,) +: fox. [(v (~)- ~ (y))+ - (u, (x) - ~ (y))+ldxdY -> O. 

pour tout v de H~(12). et de m~me pour u.'. On fait v = u. clans la premiere 

in6quation, v = u. clans la seconde, et l'on ajoute. II vient: 

fa -A(u.,-u..)(u~..-u.)+//n• [(u.,.(x)-.(y))+-(u~,.(x)-.'(y))+]dxdy 

+ f f.• [(u,(x)-, '(y))+-(u,(x)-q~(y))+]dxdy >=0, 

soit, en utilisant encore le fait que (.)+ est lipschitzienne de constante 1, 

u.  I1.~-,---- 2 f f.x. I~,(y)- ~'(y )ldxdy Ilu.~'- 

= 21121 f .  I ~ ( Y ) -  ~ ' (y) lay  

--- C l l ~  - ~'ItL2,.,, 

et finalement 

C d6signant des constantes diverses. 

Pour la v6rification des hypotheses (iv) et (v) l 'espace de Hilbert q~ = L2(1)) est 

ordonn6 par la relation d'ordre associ6e au c6ne ferm6 P des 616ments de L 2(1)) 

positils presque partout dans 12. On constate ais6ment que P e s t  normal (avec 

8 = 1). On rappelle que T e s t  rapplication de L2(12) dans lui m6me qui h q~ 

associe la solution u, de (7) (Lemme 2). 
La v6rification des hypotheses (iv) et (v) repose sur le principe du maximum. 
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V&i]ication de l'hypoth~se (iv) 

Elle utilise une propri6t6 de monotonie de l 'op6rateur /3 ( . , . )  d6fini sur 

l'espace produit V x ~.  

LEMME 4. L'op&ateur multivoque /3( . , . )  poss~de la propridt~ de monotonie 
ci-apr~s : 

Pour tous v e t  v' dans H~(I~), pour tous ~ et q~' dans L2(12), l'indgalitd 

<=~' p.p. dans l~ 

implique 

f ( ~ , - r  v~/3(v,~), v~'e/3(v',~'). 

REMAROUE. En particulier si ~ = ~' ,  l 'op6rateur/3( . ,  ~0) est T-monotone au 

sens de Brezis-Stampacchia [6] e t / 3 ( . , .  ) est non local, alors que la plupart des 

op6rateurs monotones trait6s habituellement sont locaux. 

D~MONSTRATXON DU LEMME 4. Soient v et v' dans H~(f~), q~ et ~p' dans 

L2(f~) tels que ~ =< 9 '  P.P. dans fL Dans l'int6grale qui nous int6resse, seuls 
interviennent les points x oh v ( x ) >  v'(x). Alors, 

Donc 

'(y) _--< v'(x) implique ~ (y) < v (x) 

(car ~p(y)-< ~'(y)=< v ' ( x ) <  v(x)). 

fi(v', ~')(x ) <- #(v, ~ )(x ), 

et le r6sultat annonc6 en d6coule. 

On v6rifie alors la croissance de l'application T. D'aprSs (7) 

- A u ~ + t 0 = f  dans ft, avec ~b dans /3(u~,~). 

De m6me 

- A u ~ , + ~ ' = f  dans ~,  avec ~b' dans /3(u~,,q~'). 

On retranche membre ~ membre et on multiplie scalairement par (u~ - u~)+ (qui 

est clans Ho~(f~) d'apr~s Stampacchia [41]). I1 vient: 

f• - A(u~ - u~')(u~ - u~')+dx + fa (~b - ~b')(u~ - u,')+dx =0.  

La seconde int6grale est positive d'apr~s le Lemme 4 si ~ =< ~ '  presque partout. 
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Alors 

I[(u  - = f o  -a(u  - - u )+ax <= o, 

et par cons6quent on a u~ -< u~' presque partout, ce qui d6montre la croissance 

de l 'application T. 

V~rification de l'hypoth~se (v) 

Soient Uo et u ~ dans H~(I)), les solutions respectives de 

- A U o = f - l f t [  dans f~ 

(9) uo=O sur Oil, 

e t  

(10) 
- A u  ~  dans 12, 

u ~  sur Oil. 

Soit q~ quelconque dans L~(II). D'aprSs le Lemme 2, u~ = T~ v6rifie 

{ - A u , + t O = f  darts f~, 

u~ = 0  sur 0~ ,  

avec tO dans fl(u,~,q~), et l 'on a alors 

O<=~(u~,~)(x)<=6(x)<=fl(u~,q~)(x)<=lf~ I, p.p. x E f ~ .  

Le principe du maximum entraine par suite: 

Uo= < u ~ = T q ~ = u  ~ p.p. dans II. 

Le Th6or~me 2 du Chapitre I donne alors l 'existence d 'une solution minimale 

y e t  d 'une solution maximale ti pour le probl6me faible (2). Elles sont obtenues 

comme limites dans L:([I)  des suites u, et u" d6finies au Chapitre I (Lemmes 2 

et 4). 

Dans le cas pr6sent, les convergences u. 7' y e t  u" ",~ ti ont lieu dans H~(I)) 

fort. Montrons le par exemple pour la suite u.. D'apr6s (7) et le fait que fl(v, ~) 
est born6 dans L=(ll) ind6pendamment de (v, ~0), la suite u, est born6e dans 

H2(12), et l 'on peut extraire une sous suite, not6e encore u,, telle que 

u , ~ y  dans H~(I)) fort 
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(gr~ice h l'injection compacte de H2(f~) dans H'(f~)). Comme _u est d6fini de 

fagon unique (y est la solution minimale) c'est en fait toute la suite u, qui 

converge vers _u dans H~(f~) fort. I1 en est de m6me pour la suite u", et l'on 

obtient ie th6or6me d'existence plus pr6cis ci-apr6s: 

TnEOREME 2'. Le probl~me faible (2) admet une solution minimale y e t  une 

solution maximale fi dans H~(I)) 0 HZ(lq) obtenues eomme limites (dans H~o(lq) 

fort) des suites u, et u" d~]inies par: 

{ -- AUn+l ~- [~(Un+l, Un)~ f, 
u.+~=O sur Of~, (7), 

et 

(7)" 
{ - Au"+' +13(u~ u") ~ L 

u "+1=0 sur O~'l, 

uo et u ~ dtant les solutions respectives de (9) et (10). 

1.4. Exemple gt une dimension d'espace. Pour la r6solution explicite d6taill6e 

de l'exemple h une dimension d'espace (~  = ] - 1 ,  + 1D avec second membre 

constant (f = constante) nous renvoyons le lecteur h l 'appendice de [29]. Nous 

indiquons seulement ici les r6sultats obtenus. 

Si f < 0 o u f  > l f l l ,  le probl6me--fort  ou faible puisqu'ils sont 6quivalents 

d'apr~s la Proposition 2--admet une solution unique, dans C-~(~), sans palier. 

Par contre, si 0-< f < IO I, le probl6me faible (2) admet une infinit6 de solutions 

(en particulier y ~ fi), ayant toutes un palier sauf _u s i f  = 0; la solution minimale 
y est l 'unique solution du probl6me fort (1). Et s i f  = IOl, toutes les solutions du 

probl6me faible sont solutions du probl6me fort; _u ~-0 et fi sont les seules 

solutions dans C2((I); ~ est la seule solution sans palier. 

I1 est trbs int6ressant de remarquer que les solutions maximum et minimum 

sont plus r6gulibres que les solutions interm6diaires. 

2. Une indquation quasi-variationnelle "non standard" 

Certains r6sultats du Chap~tre I peuvent s'appliquer h beaucoup de probl6mes 

plus g6n6raux que celui 6tudi6 au paragraphe pr6c6dent. I1 est possible par 

exemple de remplacer dans (2) - A par un op6rateur A non lin6aire, monotone, 

qui v6rifie le principe du maximum, et consid6rer d'autres conditions aux limites. 

On peut aussi introduire des contraintes d'in6galit6 et sortir du cadre "qb 

hilbertien". 

En donnant directement la formulation "faible", on r6sout alors par exemple: 
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A u  + [3(u)~ f, 
u>=Mu sur 0l l ,  

(11) Ou ~-vA_- > g sur a l l ,  

( u - M u )  - g  =0 ,  sur 01I, 

avec 11 ouvert born6 "r6gulier" de R N, 

A u = - ~ x i \ [ O x ,  I Oxi/+IulP-2u (p > N),  

f dans L2(fl), g dans LZ(OFI), [3 dr comme la Section 1.1. 

On suppose que M est un op6rateur continu de C~ dans L~(OII) qui v6rifie 

les hypotheses H~ et Hz ci-apr~s: 

H,)  M est croissant au sens: M9 -< M g '  presque partout  sur 0f I  d~s que  

~o =< ~0' partout dans ~.  

/-/2) I1 existe mo dans L2(Ofl) tel que, pour tout ~0 de C~ 

mo <= M~o, p.p. sur 0 [1. 

Lh encore nous allons montrer  que (11) est en fait une I.Q.V. 

TH~OR~ME 2. Soit J la fonctionnelle fi valeurs d a n s ]  - 0% + oo] ddfinie sur 
W*'P(II) x C~ par: 

Io l 

I Lo 
oft XK(.~ est la fonction indicatrice' de 

K(~o) = {v E W"P(II)Iv >= M~o, p.p. surOf~}. 

Alors u d a m  W~~(I]) est solution de I 'I .Q.V. 

(12) J ( u , u ) < J ( v , u ) ,  V v  ~ W~'P(II), 

si et seulement si u est solution de (1i). 

* c'est-h-dire 
[ 0  si v ~ K ( ~ 0 ) ,  

XK(.~(v) = [ + oo s inon.  



Vol. 30, 1978 PHYSIQUE DES PLASMAS 37 

DI~MONSTRATION. NOUS travaillons comme au paragraphe pr6c6dent et nous 

montrons d 'abord le: 

LEMME 5. Soit 9 fix~ dans C~ et soit ~ le probldme d'optimisation 

(13) Inf J(v, ~). 
veWl,P(fl) 

Alors u. dans W~'~(~) est l'unique solution de ~.  si et seulement si il vdrifie: 

Au,  + [3(u, ,~)~ f, 

u~ >- M9 sur a l~, 
(14) 

aU~ > 
a---~A = g sur a l l  

/ au. g) = 0 ( u .  - - s u r  a . .  

D~MONSTRATION DU LEMME 5. On v6rifie d'abord que K ( 9 )  est un convexe 

ferm6 de WLP(O). I1 est 6videmment convexe. Montrons qu'il est ferm6. Soit v. 
une suite de K ( ~ )  qui converge vers v dans W~'P(I~); alors v. Ion converge vers 

v 10. dans L2(af~), et l'on peut extraire une sous-suite, not6e encore v. telle que 

v. la. converge vers v la. presque partout. Le passage & la limite dans v. Ion -> M~ 

presque partout donne alors v la- => M~ presque partout, donc ves t  dans K(~) .  

La fonctionnelle J ( . ,  ~)  est convexe, s.c.i., propre, strictement convexe sur 

son domaine effectif, et coercive. D6finissons j par 

i@, 9) = ]@, ~ ) -  x .~(v) .  

D'apr~s Ekeland-Temam ([9] p. 21, 26 et 34) le probl~me d'optimisation (13) 

admet une solution unique u. caract6ris6e par l'existence d'un 616ment v*~ dans 

a4' (u., ~) qui v6rifie 

',v*~,v-u.)>-O, V v E K ( ~ ) ,  avec u. E K ( ~ ) .  

Compte-tenu de l'expression de aoj(v,~), cela 6quivaut & l'existence d'un 

616ment ~b dans/3(u. ,  9)  qui v6rifie 

fa (Au. + ~b- f)(v - u.)+ ~a \OvA( OU*- g) (v - u*)>=O' 

V v E K ( ~ ) ,  avec u ~ E K ( ~ )  

(les calculs sont analogues h ceux qui ont 6t6 fait aux lemmes 2 et 3) et comme 

dans [17] p. 27, 28, cette in6quation 6quivaut &: 
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f Au,~+q~=f dans 1), u,_---M~ sur 0D, 

aU,p > 
O--~a= g sur Of~, 

( u ~ - M ( p ) ( ~ v U ~ - g ) = 0  sur 0 , ,  

ce qui s'6crit encore sous la forme (14). 

Maintenant comme W"P(I)) est inclus dans C~ pour p > N  (cf. S. L. 

Sobolev [40]), u dans WI'P(O) v6rifie (12) si et seulement si u est solution de ~u 

(c'est-h-dire de (14) avec ~p = u). Ceci ach~ve la d6monstration du Th6orbme 2. 

Nous allons montrer  maintenant que la fonctionnelle J d6finie au Th6or~me 2 

v6rifie les hypothbses (i), (ii), (ii'), et (iv) du Chap~tre I. L'hypoth~se (v) est 

remplac6e ici par: 

(v)' II existe une sous-solution u0 telle que 

V ~ o ~ q b ,  uo= < T ~ .  

L'hypothase (iii) fait d6faut. Cependant  nous montrerons que si ~0. est une suite 

qui tend vers (; darts C~ en croissant, u~. = Tq~. tend vers u~ = Tq~ clans 

C~ ce qui permettra encore de r6soudre le probl~me de faqon constructive, 

en atteignant sa solution minimale. 

On prend cette lois V = W"P(~) et �9 = C~ l'injection W~'P(I-I)'---~ C~ 

est compacte d'apr6s S. L. Sobolev ([40] p. 82) pour p > N. 

V6rification de l'hypoth~se (i) 

Montrons que J e s t  s.c.i, sur W"P(fl) faible x C~ Le seul terme qui pose 

des probl6mes est 

V(v, ,p ) = x,,(~(v ). 

Nous allons montrer  que F est s.c.i, sur W"P(I~) faible x C"(~), soit que pour 

tout a r6el, 

{(v, ~ )lx~,~,(v) <= a} 

est ferm6 dans W"P(~) faible • C~ On se limite 6videmment h a => 0, et 

alors l 'ensemble pr6c6dent est 

{(v, ,P)l v ~ K(~)}.  

Soit v. une suite qui converge vers v dans W~'P(~) faible, et ~. une suite qui 
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converge vers ~ dans C~ avec v. dans K(~ , ) .  Alors v. ton tend vers v Ion dans 

H~/2(OII) faible, et, l ' injection H~/z(OII)'--~L2(8{I) &ant compacte,  on peut 

extraire une sous-suite, not6e encore v,, qui converge vers v presque par tout  

sur 0 {l. 

C o m m e  M~0. converge vers M y  dans L2(OII) fort par la continuit6 de M, on 

peut  encore extraire une sous-suite telle que M~.  converge vers M~0 presque 

partout,  et le passage ?~ la limite dans v, => Mq~. presque partout  donne alors 

v _->M~0 presque partout ,  c'est-~-dire que {(v,q~)lv E K(~0)} est ferm6 dans 

W"P(II) faible x C~ 

V~rification de l'hypoth~se (ii)-(ii)' 

Nous avons d6jh vu que pour  tout ~o de C~ J ( . , ~ )  est convexe, s.c.i., 

propre,  str ictement convexe sur son domaine effectif. V6rifions l 'hypoth~se de 

coercivit6. Soit vo quelconque dans K ( ~ ) .  

J(v,~)-J(vo,~):llvllf.-llv,,ll~-f. fo+ f~ fro 

~ II v II~ - c l l  v IIv - c ,  

off l 'on d6signe par  C des constantes diverses, et cette expression tend vers + ~ 

ind6pendamment  de p dans C~ lorsque IIvllv tend vers + ~. 

V~rifions les hypotheses (iv) et (v), q~ = C~ &ant  ordonn~ par la relation 

"_-< partout  dans f i" .  

V~rification de l'hypoth~se (iv) 

Nous avons vu que u,~ est la solution du probl6me ~ si et seulement  s'il e• 

0 dans ~(u~, q~) qui v6rifie 

(Au. + tO-f)(v-  u.)+ (Ou~__ ) \av~ g (v-u~)>=O' 

VvEK(~) ,  avec u~ E K ( r  

De  m6me avec q~' remplaqant q~. Supposons r =< q~' presque partout.  II est 

possible de prendre 

v = u~, - (u~  - u,~')+ = { u ~  si  u~ _-< u ~ ,  
u~ si u~=>u~' 

= Inf(u~,u~') 
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dans l'in6galit6 relative ~ ~o. En effet un tel v est dans wLP([I) d'apr~s 

Stampacchia [41], et darts K ( r  puisque, sur 011, u~ => M~ et u~'_ > - Mr '-> M~o 

(d'aprbs l 'hypoth~se H1), donc v = Inf (u~, u~') _- M~p. De m6me on peut prendre 

v = u~'+(u~ -ur  

dans l'in6galit6 relative h ~p' (sur df~, v -> u~'_- > M~p'). On obtient alors 

(Au~ + ~b - f)(u~ - u~')+ + a ~ -  gJ(u~ - u~')+ <- O, 

et 

- fn (Au~'+ d/ ' - f )(u,~-  u~')+- fad kava(~u~'-g)(u~-u~')+ < 0, 

et en ajoutant membre ~ membre 

fa (au~ - Au~')(u~ - u~')+ + fort (Our Our'S, 

+ fo  (~, - ~o')(u~ - u~)+ <- o. 

Nous avons d6jh vu que la derni~re int6grale est positive (cf. Lemme 4). I1 vient 

alors: 

fn (au,  - au,')(u, - u,')+ + foa ( Ou_~__ Ou,'\, kOvA OvA )~u~ - u~)+ <- O, 

mais suivant Moseo ([27] p. 123) on a la propri6t6 de T-monotonie  stricte: 

fn fo (Or Ov'~(v_v,)+<=O ~ (v_v,)+=O ( A v - A v ' ) ( v - v ' ) + +  n "O--~A OvA/ 

pour  tous v e t  v' dans WI'P(I~). I1 suit que u, <= u~" presque partout. 

Vgrification de l'hypoth~se (v)' 

Soit u0 la solution de 

A u o = f - I ~ [  dans f~, 

Uo > too  sur O~, 

(15) 3Uo -~"VA__-- > g sur dO, 

/ dUo _ g~ ] 
(uo-mo)~-vA = 0  sur c9~. 
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En utilisant le L e m m e  5, l 'hypoth~se H2 et le fait que 

fl(u~,q~)(x)C[O, Ifl[], p.p. x E f ~ ,  

on montre  comme pour  la verification prEcEdente que 

dans C~ 

uo <= u~ = Tq~. 

pour  tout q~ 

Ainsi que nous l 'avons signalE, l 'hypoth~se (iii) n 'est  pas v6rifiEe. Supposons 

par exemple que M soit de la forme N o T  ofa T est l 'opErateur trace 

(C~ C~ et N e s t  str ictement croissant (C~ L2(01))). Soit alors 

~0 dans C~ et v = Mq~ = N(q~ lan)- On peut  t rouver une suite ~0, qui tend vers 

q~ dans C~ par valeurs supErieures, c 'est-h-dire ~, > q~ partout  dans ~ .  Dans 

ce cas M~0, > M~ = v presque par tout  sur O 12, J(v, q~,) = + ~ (car v n 'est  pas 

dans K(q~,)) et J (v ,q~)<  + ~  (car v est darts K(q~)). Par suite on n 'a  pas: 

l imJ(v,~o,)  = J(v,q~), et i 'hypoth~se (iii) n 'est  pas vErifiEe. 

On peut cependant  montrer  la propriEt6 de continuitE ci-apr~s. 

LEMME 6. Soit q~, une suite qui converge vers ~ dans C~ en croissant (c'est- 

?t-dire q~.+~ >= q~, partout, pour tout n) et soit v fix~ dans W"P(I)). Alors 

(16) f imJ(v,  ~p.) = J(v, ~)  

et u~. = T~. converge vers u~ = T~ darts C~ 

DI~MONSTRATION. Montrons que 

lira XKc~.~(v ) <-- X~c~)(v ). 

Si Xm~)(v) = + ~ ,  c 'est Evident. Sinon v E K(~o), et alors v I~n_ -> Mq~ => M~,, 

presque par tout  (par la croissance de la suite q~, et i 'hypoth~se H0 ,  c'est-h-dire 

o E K(q~,). Alors 0 = XKt~(v) = XKr pour  tout n, et l'in6galitE requise est 

vErifiEe. Les autres termes de J (v , . )  6tant continus, on a 

lim 1(v, ,p.) --< J(v, ,p), 

et I 'hypoth~se (i) t ransforme cette inEgalitE en une Egalit& 

En reprenant  alors la demonstrat ion de la continuit6 de l 'application T au 

Lemme  1, Chapftre  I, on constate que la seconde assertion du L e m m e  6 s'Etablit 

comme dans cette demonstrat ion.  

Ce rEsuitat permet  tout de m~me de rEsoudre le probl~me (11) de faqon 

constructive, en atteignant sa solution minimale. 
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THI~ORI~ME 2". Le probldme (11) admet une solution minimale u_ dans 

WI'p(~). Cette solution est obtenue comme limite (dans C~ de la suite u, 

ddfinie par: 
A u . + ,  + / 3 ( U . + l , U . ) ~  f, 
u.+,>-- Mu.  sur tg~, 

(14), Ou,+~ > 
OvA = g sur 011, 

- M u . ~ (  - g ]  = 0 (u.+, s u r  0~ ,  
\ OvA / 

Uo gtant la solution de (15). 

DI~MONSTRATION. On  m o n t r e  c o m m e  au Chapi t re  I que u, est une  suite 

croissante  de sous-solut ions,  et 

u, ,,~ u dans  C~ 

D ' a p r 6 s  le L e m m e  6, u,+~ = Tu, ,,~ Tu_. D ' o ~  u = T u est solution.  On &abli t  

c o m m e  d ' h a b i t u d e  que _u est la solut ion minimale ,  c 'est-~-dire _u = _u. 

REMAROUE. Supposons  que M envoie  L2(f l )  dans  L2(O~) et v6rifie: 

M est croissant  au sens M~0 =< Mq~' p.p. sur 01) dbs que  q~ _-< ~ '  p.p. dans  fl.  

I! existe mo et m ~  L2(Ofl) tels que,  pou r  tout  ~o de L2(I'~), 

mo<-M~<=m ~ p.p. sur 0 fL  

Par  la derni~re  r e m a r q u e  du Chap i t r e  I, on obt ient  alors l ' exis tence d ' u n e  

solut ion max ima le  t~ (et d ' une  solut ion min imale  _u) dans  W""( f l ) .  (On pose  

alors qb= L2(~)---ainsi  qb est reflexif. L ' h y p o t h 6 s e  (v) est v6rifi6e avec un 

616ment u ~ facile ~ d~finir.) 

3. Une gdn~ralisation du terme f l (u)  

Nous  avons  vu au P a r a g r a p h e  1 que l ' op6ra t eu r  

u --,  t3(u  ) = t3(u,  u ) 

n 'es t  pas  m o n o t o n e ,  mais que l ' op6ra t eu r  

( v , ~ ) ~ ( v , ~ )  

poss/~de une int6ressante  p ropr i&~ de m o n o t o n i c  ~nonc6e au L e m m e  4. Nous  

d6finissons dans  ce p a r a g r a p h e  une classe d ' op6 ra t eu r s  qui possbdent  la m 6 m e  

p rop r i&& 

Suivant  une suggest ion de A. Pazy,  nous  g6n6ral isons les r6sultats  du 

P a r a g r a p h e  1 en consid6rant  des fonct ionnel les  de la f o rme  
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y(v, )=�89 Ivv t2- fo :v + f fox ~ j(x, y, v(x),  p(y))dxdy, 

c'est-&-dire que l 'on remplace la fonction en (s - t)+ utilis6e au Paragraphe 1 par 

une fonction de Carath6odory 

j :  D ,x ,~  x R x R--> R 

((x, y, s, t)---> j(x, y, s, t)) 

qui v6rifie les hypotheses: 

(a) Pour tous v dans LI(O) et 9~ dans L2(~), ( x , y ) ~ j ( x , y , v ( x ) , ~ ( y ) )  est 

dans Ll(f~ • ~).  D'apr~s M. A. Krasnosel'skii ([14], p. 20 & 32) l 'application 

f.x~ 
est alors continue sur Ll ( l~)x  L2(~),  et l 'hypoth~se (a) est 6quivalente ~ des 

conditions de croissance en s et t de la fonction j. 
(b) Comme fonction de s, j e s t  convexe et lipschitzienne uniform6ment par 

rapport  aux autres variables, c'est-h-dire: 

=lM, p.p. x E ~ ,  p.p. y E ~ ,  Vs~ , s2ER ,  V t E R ,  

Ij(x, y, s,, t ) - j ( x ,  y, s2, t) I <= M l s , -  s21. 

(c) Soit ad(x,y,s ,  t) le sous-dilt6rentiel par rapport ~ s de j au point 

(x, y, s, t). On suppose que, pour tous x, y dans ~,  ad(x, y , . , .  ) est monotone au 

sens suivant: 

Vs, s ' , t , t ' E R ,  t<=t' ~ [ tgd(x ,y , s , t ) -cg j (x ,y , s ' , t ' ) ] (s -s ' )+>-O.  

Notons que ces hypotheses sont v6rifi6es en particulier si j e s t  de la forme 

k (s - t) o~ k est une fonction convexe lipschitzienne de R dans R. Dans ce cas, 

pour v6rifier l 'hypoth~se (a), on note que: 

I k ( v (x )  - ~ ( y ) ) -  k ( w ( x ) -  O(Y))I <= M(I v ( x ) -  w(x)t  + I ~ ( Y ) -  tP(Y)l), 

d'o~ en particulier 

I k ( v ( x ) -  ~ ( y ) ) -  k ( 0 ) / - < M ( l v ( x ) l + / ~ ( y ) l ) .  

Et  pour v6rifier l 'hypoth~se (c), on note que, dans ce cas 

[ad(x, y, s, t) - a j (x ,  y, s', t ')l(s - s')+ = [)k (s - t) - ,)k ( s ' -  t')](s - s')+ >- 0 

pour  t =< t' puisque le sous diff6rentiel est un op~rateur monotone.  
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On prend encore V = Ho~(ll) et H = L2(Et) ordonn6 comme plus haut. Nous 

allons montrer que les hypotheses (i) h (v) sont encore v6rifi6es, ce qui permet 

d'appliquer les r6sultats du Chapitre I. 

V~rification de l' hypothdse (i) 

Elle est immediate h partir de (a) et de la compacit6 de H0~(f~) dans L2(f~). 

Vdrification de l' hypothdse (ii)-(ii)' 

Seule l 'uniforme coercivit6 n'est pas 6vidente. Elle s'&ablit comme au 

Paragraphe 1, en notant que 

J(v,~)-J(O,~o)=l ~n IVvl2- fn fv 

+ / fax, [j(x,y,v(x),~(y))-j(x,y,O,~p(y))]dxdy, 

et que 

I f  f.• [/(x' y 'v(x) '~(Y))-/(x '  y'O'~(Y))]dxdyl <- M f f.x. ,v(x),dxdy 

(d'apr~s (b)). 

V~rification de l' hypoth~se (iii) 
Elle est 6galement imm6diate d'apr6s (a). 
La v~rification des hypotheses (iv) et (v) n6cessite deux lemmes techniques. 

LEMME 7. Soit G (v, ~o ) la fonctionnelle rdelle d~]inie sur H~o(~) x L 2(f~) par: 

G ( v , ~ )  = f f,• /(x,y,v(x),~(y))dxdy. 

Le sous diff~rentiel de G par rapport ~ v, 
fonctions ~ de L| qui vdrifient 

(17) 

ot~ 

On a alors : 

q,(x) = f~ v*(x, y)ay 

o*(x, y ) e  ad(x, y, v(x), ~ (y)) 

tq' k-(., ~ Mini. 

not~ & G ( v , ~ )  est l' ensemble des 

p.p. x ~ ll, 

p.p. ( x , y ) E  ~ • ~ .  
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LEMME 8. L ' op&ateur multivoque dog ( . , . )  poss~de la propridt~ de monotonie 
ci-apr~s : 

Pour tous v et v' dans H~([I), pour tous ~p et ~' dans Le(fl), l'indgalit~ 

< ~' p.p. clans fl 

implique 

V ~ E  a~G(v,~), V~, '~  aoa(v',~'), f,~ (qJ-qJ')(v-v')+dx >=0. 

REMAROUE. Comme au Lemme 4, l 'op6rateur avG(., q~) est T-monotone au 

sens de Brezis-Stampacchia, et OvG(.,.) v6rifie le m~me crit~re de monotonie 

que ~ ( . , . )  plus haut. 

Df~MONSTRATION DU LEMME 7. Comme au Lemme 3, on d6finit 

g(L ' ( f l . )~ R) par 

g(v)= f f,,x J(x,y,v(x),~v(Y))dxdy 

et l'on a pour v darts H~(fl) 

ooG(v, ,p) = ag(v). 

Le Lemme 7 est alors une cons6quence d 'un r6sultat de C. Castaing ([8], 

Th6orSme 4, p. 1333). En utilisant ses notations, on d6finit f ( f / x  f / x  R ~  R) par 

f(x, y, s) = j(x, y, s, ~(y)) 

et A(L~(I1)---~L~(I~• par A v ( x , y ) =  v(x), p.p. ( x , y ) E  f l •  ll. Soit u dans 
L ' ( f l  x fl). Nous avons, gr,~ce ~ (b) 

Ij(x, y, u(x, y), ~(y)) -  j(x, y,O, ~(y ))l <- MI u(x, y)l, 

donc (x, y)---" j(x, y, u(x, y), ~p(y)) est clans L ~(1"1 • 1~) par (a). 
De mSme, pour u et v darts L ~(ll • 11), 

Ij(x, y, u(x, y), ~(y))  - j(x, y, v(x, y), ~0 (y))] < M I u(x, y) - v(x, Y)I. 

Ainsi 
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est bien d6fini pour u 
L1(1"~ X ~"~) dans R. I1 est clair que 

g =II~  

Le r6sultat de Castaing dit que 

Og (v) = {A * v * I v * ~ L ~(gl • f~), 

v*(x, y) ~ ~9,j(x, y, v(x), 9~(Y)) P.P. (x, y) ~ f~ x n}. 

On v6rifie ais6ment que pour tout v* darts L~(~q • ~),  

A * v * ( x ) = ~  v*(x,y)dy, p.p. x C O ,  
Jet 

et que, par (b), 
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dans L I(I1 x 1~) et l'application I r e s t  continue de 

p.p. x, y E ~ ,  Vs, t E R ,  Vs*E~, j (x ,y ,s , t ) ,  js*l<-M. 

II suit que 

a g ( v ) = { t ~ L |  v*(x ,y)dy p.p. x E ~ ,  

v*(x , y )Ea j ( x , y , v ( x ) ,~ (y ) )  p.p. ( x , y ) E l l x l ~ } ,  

et que, si ~ E Og(v), Itp[L=~n,<=MIl~l. 

DEMONSTaATION DU LZMMZ 8. Soient v et v' dans Hi( l l ) ,  ~ et ~ '  dans 

L2(l-l) tels que ~ =< ~'  p.p., et soient ~b dans OvG(v,~) et ~b' dans OvG(v',~'). 
D'apr6s le Lemme 7, 

fa (~ -~b ' ) (v -v ' )+dx= f fa• [v*(x ,y) -v* ' (x ,y)](v-v ' )+(x)dy  

0~, p.p. ( x , y ) E f ~ •  

v *(x, y) E Oj(x, y, v(x), ~ (y)), 

et de m~me pour v*'. Le r6sultat est alors une cons6quence imm6diate de (c). �9 

Le probldme d'LO.V, que l'on r6sout est alors 

{ - A u + O ~ G ( u , u ) ~ f  dans f~, 
(18) u = 0  sur ~ ,  

et u, est l 'unique solution du problbme ~ si et seulement si 
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{ - A u ~ + O ~ G ( u ~ , ~ ) ~ f  dans lq, 
(19) u,~=0 sur 00 ,  

le Lemme 7 montrant que la premi&e ligne de (19) (par exemple) signifie en fait: 

-Au~+~0=f p.p. dans f~, 

avec qJ dans OoG(u~, ~ )  (donc dans L=(fl)). 

On note, avec Agmon-Douglis-Nirenberg [1], que les solutions u~ et u sont 

n&essairement dans H2(I)). 

Vgrification de l'hypothOse (iv) 

Une lois le Lemme 8 &abli, la d6monstration est la mfime qu'au Paragraphe 1. 

V~rification de l 'hypoth~se (v) 

Soient u0 et u ~  Hi(l)),  les solutions respectives de 

- Au0 = f -  M/I') 1 dans l-l, 
(20) Uo=0 sur 0fl,  

et 

(21) ~ - A u  ~  dans 12, 
u ~  sur 01q. 

La v6rification de (v) est imm6diate ~ partir de (19), du Lemme 7 et du principe 

du maximum. 

De la m~me faqon que l'on a &abli le Th6or6me 2', on montre alors le: 

THr~OaEME 2". Le probl~me (18) admet  une solution minimale  _u et une 

solution maximale  a dans Hi(l-l) f~ H2(I'I), obtenues comme limites (darts (Hi(l-l)) 

des suites u, et u" dgfinies par: 

{ - A U . + l + O ~ G ( u . + l , u . ) ~ f  dans 1), 
(19). u.+x = 0 sur Ol't, 

- A u " + ~ + O . G ( u " + ' , u " ) ~ f  dans 1), 
(19)" / u "§ sur 01), 

Uo et u ~ ~tant les solutions respectives de (20) et (21). [] 

Dans cet article, nous avons 6t~ amen& assez naturellement h consid&er des 

op6rateurs multivoques. Signalons qu'il est possible, en utilisant les m&hodes de 

l'analyse multivoque, de r6soudre les probl6mes du type 
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- A u E g o / 3 ( u )  dans 1"~, 
u = O  sur Ofl, 

par exemple, ou m~me les probl~mes ~ fronti~re libre, tels que 

=0  si u ->0, 
u - A u {  Ego~(u ) si u < O ,  

u = constante inconnue sur Oil, 

S~ O_...~u= - 1 ,  
On 

qui rappellent les 6quations de l'6quilibre d'un plasma confin6 dans une cavit6. 
Pour cela nous renvoyons le lecteur ~ [29], [31], et [32]. 
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